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Abstrak
Aproksimasi fungsi merupakan suatu proses pendekatan (hampiran) untuk memperoleh nilai
fungsi yang mendekati nilai sebenarnya. Fungsi yang lebih rumit dapat didekati dengan fungsi
yang lebih sederhana sehingga mempermudah proses komputasi. Pada artikel ini, aproksimasi
fungsi difokuskan pada fungsi-fungsi bervariasi-¢ terbatas di H¥ [a, b] dengan memanfaatkan
fungsi Young. Pertama ditunjukkan eksistensi keterintegralan fungsi bervariasi-¢ terbatas
dengan menggunakan kriteria Cauchy yang berlaku pada integral Henstock-Kurzweil.
Kemudian, dibuktikan teorema aproksimasi fungsi bervariasi-¢ terbatas di X [a, b] dengan

menggunakan fungsi tangga.

Kata Kunci: aproksimasi, Henstock-Kurzweil, fungsi bervariasi terbatas.

PENDAHULUAN

Pada  abad ke-19, beberapa
matematikawan mulai mengkaji mengenai
teori integral dan sifat-sifatnya, mulai dari
integral Riemann hingga integral Lebesgue.
Selanjutnya, pengkajian mengenai teori
integral terus dilakukan hingga akhirnya
ditemukan fungsi kontinu pada interval
kompak yang tidak terintegralkan Riemann
maupun Lebesgue walaupun derivatif fungsi
pada interval tersebut berhingga. Untuk
mengatasi hal tersebut, Denjoy, Perron,
Kurzweil, dan Henstock, secara mandiri,
mendefinisikan konsep integral yang lebih
umum dari integral Riemann dan integral
Lebesgue. Hasil yang mereka peroleh
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ternyata ekuivalen satu sama lain. Integral
ini  kemudian dikenal sebagai integral
Henstock-Kurzweil (adapula yang
meyebutnya sebagai integral Henstock atau
integral Denjoy atau integral Perron).

Definisi 1. (Yeong dalam Herlinawati, 2021)
Misalkan [a,b] dengan U {{u, vil|}r=1 =
[a,b] dan t; € [ug, vx]. Misalkan pula
U ([ug, ve]) = v, — u;, menyatakan ukuran
dari interval [uy, vy ].

(i) Jika P={(u,vl,...[lu, v, ]} partisi
pada [a,b] dan ada fungsi positif &
yang didefinisikan pada {t,...t.},
maka partisi P dikatakan o — fine jika
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[ vid <= (&, 6(t)) t € luy,vi] untuk
k=12,..n.

(if) Fungsi fila,b] » R dikatakan
terintegralkan Henstock-Kurzweil pada
[a,b] jika terdapat A € R yang
memenuhi sifat berikut: jika diberikan
>0 terdapat fungsi positif ¢ pada

[a,b] sehingga [S(f.P)-Aj<e untuk

setiap partisi 0~ " p dari [q,b]

n
dengan S(f,P)= 2" f(t) s (Ui, vic])-

k=1
(i) Koleksi dari semua fungsi
terintegralkan Henstock-Kurzweil pada

[a, b] dinotasikan sebagai HXK[a, b].

Selanjutnya, fungsi-fungsi di
HXK|a, b] dapat diaproksimasi dengan suatu
fungsi. Aproksimasi fungsi merupakan suatu
proses pendekatan (hampiran) untuk
memperoleh nilai fungsi yang mendekati
nilai sebenarnya (Fathurrohnman, 2018).
Aproksimasi  fungsi  bertujuan  untuk
memberikan fungsi hampiran yang efektif.
Selain itu, fungsi yang lebih rumit dapat
didekati dengan fungsi yang lebih sederhana
sehingga mempermudah proses komputasi.

Selanjutnya,  Herlinawati  (2021)
menjelaskan bahwa hasil kali fungsi kontinu
dan fungsi terintegralkan  Henstock-
Kurzweil tidak selalu merupakan fungsi
yang terintegralkan Henstock-Kurzweil di
ruang berdimensi-n. Namun  hasil kali
fungsi terintegralkan Henstock-Kurzweil
dengan  fungsi  bervariasi  terbatas
menghasilkan fungsi yang terintegralkan
Henstock-Kurzweil (Torres et al., 2009).
Selain itu, Torres et al. juga menjelaskan
relasi inklusi antara ruang bervariasi terbatas
(BV,(R)) dan ruang Henstock-Kurzweil
(HK (R)). Oleh karena itu, pada artikel ini,
aproksimasi  fungsi  difokuskan pada
subruang dari H¥[a,b] yang merupakan
fungsi bervariasi terbatas.

Fungsi bervariasi terbatas (bounded
variation) merupakan fungsi bernilai real
dengan total variasi terbatas.

Definisi 2. (Torres et al., 2009) Misalkan
f:la,b] = R dan P = {x;}}-; merupakan
partisi dari [a, b], maka variasi f atas [a. b]
adalah

V(f) = SI;P{Z?illf(xi) — [0l }
1)

Fungsi f dikatakan bervariasi terbatas
pada [a, b] apabila V(f, [a, b]) < co.

Definisi 2. (Boonpogkrong et al., 2004)
Misalkan f:[a,b] > R dan 0 <p < oo,
Jika diberikan partisi P = {[¢;, t;11]}i=, dari
[a, b] maka variasi-p dari f didefinisikan
sebagai

L(f) =
swptp{(Z?illf () = fa_DIPIYP) (2

Ruang fungsi yang memuat semua
fungsi bervariasi terbatas pada [a,b]
dinotasikan sebagai BV, [a, b]. Selanjutnya,
hubungan antara fungsi BVp dan teori
integral dikemukakan oleh L.C. Young pada
tahun 1936. Young menunjukkan eksistensi
integral Riemann-Stieltjes untuk fungsi-
fungsi bervariasi terbatas, yaitu jika f €
BV,[a, b] dan g € BV,[a, b] dengan p,q >

0 dan %+ i > 1 maka f;f dg ada dengan

syarat  f,gtidak memiliki titik-titik
diskontinu yang sama. Kemudian Young
menganalisis eksistensi integral untuk
fungsi-fungsi  bervariasi terbatas yang
memiliki titik diskontinu yang sama.
Integral ini kemudian dikenal sebagai
integral Young. Lebih jauh lagi, hasil
tersebut diperumum dengan memanfaatkan
kondisi Young (Young’s Condition) sebagai
berikut

f € BV,[a, b], g € BV,[a, b] (3)
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dan
Tt (et (3) <o (@)
maka ff f dg ada (Varayu, 2005).

Dengan menggunakan kondisi Young,
eksistensi  (HK) f:fdg juga dapat
ditunjukkan. Hasil ini akan dikemukakan
pada bagian hasil dan pembahasan.

Selanjutnya, penelitian  mengenai
fungsi-fungsi bervariasi terbatas juga telah
dilakukan diantaranya oleh Boonpogkrong
et al. (2005a) dan Piazza et al. (2016),
sedangkan penelitian tentang hampiran
fungsi juga telah dilakukan oleh beberapa
peneliti diantaranya yaitu Boonpogkrong et
al. (2004b) mengenai pendekatan Henstock-
Kurzweil ke integral Young, Bongiorno et
al. (2008) tentang aproksimasi fungsi
terintegralkan non-absolute bernilai ruang
Banach dengan menggunakan fungsi tangga,
Herlinawati (2019) tentang penggunaan
metode PNSR dalam fungsi Gauss untuk
menghampiri suatu fungsi, dan Herlinawati
(2020) tentang pendekatan fungsi-fungsi
kontinu terbatas menggunakan konsep
konvolusi.

Pada artikel ini dibahas mengenai
pendekatan  fungsi-fungsi  di  ruang
Henstock-Kurzweil ~ khususnya  fungsi
bervariasi-¢ terbatas dengan menggunakan
fungsi tangga dan memanfaatkan sifat-sifat
fungsi Young termasuk menerapkan kondisi
Young.

METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan diawali
dengan studi literatur. Mengkaji definisi
integral  Henstock-Kurzweil  dibangun
dengan modifikasi konstanta & pada integral
Riemann menjadi  fungsi  positif &
(Herlinawati, 2021). Kemudian, digunakan
fungsi Young yang memiliki sifat strictly
increasing untuk mendefinisikan variasi- ¢

terbatas BV,,. Selanjutnya, fakta bahwa BV,
juga merupakan variasi terbatas (BV),
mengakibatkan ruang BV, merupakan
subruang dari ruang Henstock-Kurzweil
(HK) pada interval kompak. Namun, untuk
interval tak berbatas, hubungan inklusi
ruang BV, dan Ruang HK tidak dapat
dipenuhi (Torres et al., 2009). Oleh karena
itu, penelitian ini dibatas untuk interval
kompak.

Selanjutnya,  diberikan  beberapa
konsep yang akan digunakan pada bagian
selanjutnya.

Definisi 1. (Masta et al., 2016) Fungsi
@:[0,0) — [0, o) dikatakan fungsi Young
jika ¢ konveks, kontinu kiri, ¢ (0) = 0, dan
g () = o

Definisi 2. (Yeong dalam Herlinawati, 2021)
Misalkan P dan Q adalah partisi-partisi & —
fine dari [a,b]. Fungsi f:[a,b] > R
terintegralkan  Henstock-Kurzweil pada
[a, b] jika dan hanya jika untuk setiap € > 0
terdapat fungsi positif § sehingga

IS(F,P) =S(f, QD <e. ()

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian, pembahasan dibagi
menjadi dua bagian. Pertama, dibuktikan
eksistensi integral Henstock-Kurzweil dari
fungsi-fungsi BV, atas interval kompak dan
lema pendukung. Pada bagian kedua,
diivestigasi  aproksimasi  fungsi-fungsi
terintegralkan Henstock-Kurzweil,
khususnya untuk fungsi-fungsi BV,,, dengan
menggunakan fungsi tangga.

Eksistensi Integral Henstock-Kurzweil

dari fungsi-fungsi BV,
Sebelum  membuktikan

eksistensi keterintegralan

teorema
Henstock-
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Kurzweil atas fungsi-fungsi B
Lema 1 berikut.

V,,, perhatikan

Lema 1. Misalkan ¢ dan i adalah fungsi
Young, dan A, B € R. Maka

e (G)e() <o ©
jika dan hanya jika
e (3)v(E) <o

n

Bukti. Misalkan %210 (3)w(3) < oo,
Pilih M € Z* dengan A, B < M maka

Em ()w(ﬁ)
)+2nm v ()

(§)+m2k () ()
8
() terbatas maka

Y
(—) (E < 0. Akibatnya
e (Hw(E)<e O
Sebaliknya, misalkan

Y1 ® (%)1/) (g) < o, Akan ditunjukkan
bahwa Yo_, @ (%) Y (%) < oo,

Misal y = An dan z = Bn maka
e () ()

=Siae(az)v (65,
<%.32.0(5)v (%)

. A B
=220 (v () <o .
Selanjutnya, Teorema 1 berikut
menunjukkan eksistensi keterintegralan

Henstock-Kurzweil atas fungsi BV,,.

Teorema 1. Misalkan ¢ dan 1 adalah fungsi
Young, f € BV,[a,b] dan g € BVy[a, b]
memenuhi kondisi Young maka

(HK) J, f dg < oo. (10)

Bukti. Ambil sebarang A = V,,(f) dan B =
Vy(g). Dari Lema 1 diperoleh

Teae ™ (D) () <. (1)
Berdasarkan kondisi Young, maka f; fdg
ada.

Selanjutnya, ambil sebarang & > 0,
karena f,g € BV ¢ HK maka terdapat
fungsi positif §; dan &, untuk setiap x €
[a,b]. Misalkan P = {(ty, [k, vi])} k=1
dan P’ = {(s, [u'x, V' ]) }i=1 Masing-masing
adalah partisi §; — fine dan partisi 6, —
fine pada [a,b], berdasarkan Definisi 2
(Kriteria Cauchy untuk integral Henstock-
Kurzweil), diperoleh
ISk F(t) (G () — g(wi) —

S Fs0@0) — 9@l < e.

Hal ini menunjukkan bahwa
(HEK) [, f dg < 0. m
Aproksimasi  Fungsi BV, di Ruang
Henstock-Kurzweil

Sebelum  membuktikan  teorema
aproksimasi dalam artikel ini, diberikan

terlebih dahulu lema 2 sebagai pendukung
pembuktian teorema.

Lema 2. Misalkan ¢ dan i adalah fungsi
Young, f € BV,[a,b] dan g € BVy[a, b]
memenuhi kondisi Young. Misalkan pula
E, = {x1, X3, ..., Xp,} merupakan himpunan
titik partisi dari [a, b], P =
{(tw, [ur, vie D=1 dan P'=
{(si, [k, v'kDYk=1 partisi  pada [a,b]
sehingga Uluk, vi] = U, v'i],
[we, vid © (s xpep1),  dan - [y, v ] ©
(X, X +1)- Maka untuk setiap & € [uy, vi]
dan n € [uy, vy] diperoleh

1Xk=1f ()9 Wi) — g(ur) —

2i=1fMGW') — gw's)l

B

<0 3o () @2

untuk suatu konstanta C > 0.



Elin Herlinawati: Aproksimasi Fungsi Bervariasi-¢ Terbatas Di Ruang Henstock-Kurzweil Dengan Menggunakan

Fungsi Tangga

FIBONACCI : Jurnal Pendidikan Matematika dan Matematika. Vol. 8 (2), pp: 121-126.

Selanjutnya, misalkan  diberikan
himpunan E = {xq,x,,..,x,} dan f €
BV, [a, b], definisikan fungsi tangga h pada
E sebagai

h(x) = Toq f ) Xpg () +

vot G X een ) ) (13)
dengan y merupakan fungsi karakteristik.
Dengan menggunakan definisi fungsi tangga
tersebut, akan dibuktikan aproksimasi fungsi
bervariasi terbatas yang dijelaskan pada
Teorema 2.

Teorema 2. Misalkan ¢,y merupakan

fungsi Young, f € BV,[a,b] dan g€

BVy[a, b] memenuhi kondisi Young. Maka

untuk setiap € > 0, terdapat fungsi tangga h
pada [a, b] sedemikian sehingga

|(HK)f:fdg—(HK)ffhdg| <e

(14)

Bukti. Misal A =V, (f) dan B =V,(g).
Dari Lema 1, diperoleh

S0t () v ()

n n
<Zime (5) v () <
(15)
Misalkan pula
Ey = {21, %5, ... %0, } © [a,D] (16)
dengan p = 1 maka untuk &, € (xg, Xi41),
k=12,..,n,—1,diperoleh

|hi(§) —hy(m| < G277 (17)
dan

|h2(§) —h, (M| < G277 (18)
dengan h,,h, adalah fungsi strictly
increasing pada [a,b], dan (i, C, € R.
Disini, himpunan {(x;, [uy, vi] ?jl

menyatakan pasangan titik dan interval
partisi pada [a,b] dengan [u;v;] c
[a,b], x; € [u;,v;], dan x; € Ey,.

Selanjutnya,  didefinisikan  fungsi
tangga h seperti pada persamaan (13), maka
(f —h)(xx) = 0 untuk setiap x; € E,,.
Kemudian, dari Teorema 1, diperoleh

(HK) [* f dg — (HK) [ hdg =

(HK) [, (f = Wdg < . (19)
Akan ditunjukkan bahwa
|HE) [ (f = ) dg| < (20)

Misalkan ¢ > 0. Karena (19), maka terdapat
fungsi &6 >0 pada [a,b] sedemikian
sehingga

|HE) [ (F = () dg (o) — T2, (f -
R (9w - gw))| <=
untuk sebarang partisi P pada [a, b].

Ketaksamaan (21) dapat ditulis dalam
bentuk

|HEK) [ (f = (g ()] < 5+
=P (F - (W) —gw))|  (22)

Selanjutnya, berdasarkan Lema 2,
diperoleh

122, =) (9w) — g(uy))]

= [Zye5,(F — W) — g(up)) +

Sy, (F ~ DO (9@) - g

= o+ 237, (f - O (9@ — gw)|

<CILaae” (U () @

Untuk nilai p yang cukup besar, maka
4

Ymop-1 (z) Yt (g) -0 untuk p -
oo sehingga

(21)

S22~ 00D (gw) - g@w))| <3
(24)
Berdasarkan (22) dan (24), diperoleh
|HE) [ (f = () dg ()|

< % + |22 = DO (g@w) — gwy))
— % + % —¢c m
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SIMPULAN

Telah ditunjukkan eksistensi
keterintegralan secara Henstock-Kurzweil
dari fungsi-fungsi BV, dengan
memanfaatkan fungsi Young dan lema
pendukung. Kemudian integral Henstock-
Kurzweil atas fungsi-fungsi pada BV, juga
dapat diaproksimasi dengan menggunakan
fungsi tangga pada interval kompak.
Selanjutnya, berdasarkan hasil tersebut,
penelitian yang dapat dilakukan selanjutnya
adalah mengkaji aproksimasi fungsi di ruang
Henstock-Kurzweil untuk domain tak
terbatas.
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