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Abstrak

Graf harmonis ganjil adalah graf yang memenuhi sifat pelabelan harmonis ganjil.
Amalgamasi dua graf Kkincir angin belanda adalah graf yang dibentuk dari operasi
amalgamasi dua graf kincir angin belanda dengan graf lintasan. Amalgamasi k graf kincir
angin belanda adalah graf yang dibentuk dari operasi amalgamasi k graf kincir angin
belanda dengan k — 1 graf lintasan. Pada makalah ini penulis akan mengkonstruksi
amalgamasi dua graf kincir angin belanda dan amalgamasi k graf kincir angin belanda,
lebih lanjut penulis akan menunjukkan bahwa amalgamasi dua graf kincir angin belanda dan
amalgamasi k graf kincir angin belanda adalah graf harmonis ganjil.

Kata Kunci: amalgamasi, graf harmonis ganjil, graf kincir angin belanda, pelabelan

PENDAHULUAN

Pelabelan graf merupakan topik
penelitian matematika kombinatorik yang
berkembang sangat pesat pada beberapa
tahun belakangan ini. Diperkenalkan sejak
tahun 1963 oleh Sedlacelk dan terus
berkembang sampai sekarang, Gallian
(2016) telah mengumpulkan banyak hasil
penelitian tentang pelabelan graf. Salah satu
topik pelabelan graf yang sedang hangat
diperbincangkan adalah pelabelan harmonis
ganjil yang diperkenalkan oleh Liang dan
Bai (2009). Pelabelan graf pada dasarnya
memberikan label berupa bilangan bulat

positif pada elemen suatu graf yaitu simpul,
busur atau kombinasinya dengan sifat dan
aturan tertentu.

Berikut definisi dari graf harmonis
ganjil oleh Liang dan Bai (2009). Graf
G(p,q) dengan p = [V(G)| dan q = |E(G)|

adalah graf harmonis ganjil jika graf
G(p,q) mempunyai fungsi pelabelan
simpul £:V(G) — {0,1,2,3, ...,2q — 1} yang
bersifat injektif sedemikian sehingga
menginduksi  fungsi  pelabelan  busur
f*E(G) - {1,357, ..,2q — 1} yang

bersifat bijektif yang didefinisikan oleh

fr(xy) = f(x) + f(y). Pada paper yang
sama Liang dan Bai (2009) telah
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membuktikan beberapa sifat dari graf
harmonis ganjil yaitu jika G(p,q) adalah
graf harmonis ganjil maka graf G(p,q)
adalah graf bipartit dan memenuhi 2,/q <
p<2q-—1.

Beberapa kelas graf yang sudah
dibuktikan merupakan graf harmonis ganjil
dapat dilihat pada penelitian dari Vaidya
dan Shah (2012), Alyani, dkk (2013),
Saputri, dkk (2013), Abdel-Aal (2014),
Jeyanthi, dkk (2015), Firmansah dan
Sugeng (2015), Firmansah (2016), dan
Firmansah dan Yuwono (2017).

Pada penelitian tahun 2015 Firmansah
dan Sugeng telah memperkenalkan graf

Kincir angin belanda Cik) dengan k>1
yaitu graf yang dibentuk dari k graf
lingkaran C, yang dihubungkan dengan
sebuah simpul pusat persekutuan. Lebih
lanjut dalam paper yang sama Firmansah
dan Sugeng (2015) telah membuktikan

bahwa graf kincir angin belanda ¢ dan
gabungan graf kincir angin belanda
Cik)ucik) adalah graf harmonis ganjil.
Peneliti  tertarik  untuk  melanjutkan
penelitian ini dengan melakukan operasi
amalgamasi pada graf kincir angin belanda.

Operasi amalgamasi dari graf G, dan
graf G, didefisinikan sebagai berikut.
Operasi amalgamasi dari graf G, dengan
V(Gy) = {a;li = 1,2,3,...,n} dan graf G,
dengan V(G ={bli =123, .., m}
adalah graf G; * G, yang diperoleh dengan
menggabungkan simpul a; dan simpul b;
menjadi satu simpul ¢; sehingga diperoleh
V(G *G,) ={qll=123,..,n+m—1}.
Definsi operasi amalgamasi dari graf
G, * G, diperumum  untuk  operasi
amalgamasi graf G; * G, * ... * G.

Pada makalah ini penulis akan
mengkonstruksi amalgamasi dua graf kincir

angin belanda Ci") * Py x Cf"‘) dengan

k > 1 dan amalgamasi k graf kincir angin
belanda C{” % P, + € % ..x C{” dengan
k>1 dan r>1. Lebih lanjut pada

makalah ini penulis akan menunjukkan
bahwa amalgamasi dua graf Kincir angin

belanda ¢ * P, » ¢ dengan k > 1 dan
amalgamasi k graf kincir angin belanda
CxpyxC7 % . xC” dengan k=1
dan r > 1 adalah graf harmonis ganjil.

METODE PENELITIAN

Penelitian ini merupakan penelitian
kualitatif berjenis pengembangan teoritik.
Penelitian ini akan mengembangkan teori
pelabelan graf khususnya sifat-sifat baru
dari graf harmonis ganjil yang dinyatakan
dalam teorema.

Tahapan vyang dilakukan dalam
penelitian sebagai berikut. Tahapan awal
adalah tahapan kajian literatur yaitu
mengkaji sebanyak mungkin informasi dari
penelitian  terdahulu  untuk  keperluan
identifikasi masalah. Selanjutnya, tahapan
investigasi penelitian yang terdiri kajian
terhadap sifat-sifat khusus dari suatu graf
sampai tebentuknya teorema. Tahapan akhir
adalah verifikasi hasil yang disajikan dalam
teorema yang dilengkapi dengan bukti
matematis

HASIL DAN PEMBAHASAN

Bagian ini akan diberikan beberapa
definisi yang dibutuhkan dan sifat-sifat baru
yang dinyatakan dalam teorema yang
disertai dengan pembuktian matematika
yang sistematis. Untuk mempermudah
pemahaman pada bagian akhir diberikan
contoh pelabelan harmonis ganjil pada
kelas graf yang sederhana yang merupakan
hasil operasi amalgamasi graf.
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Definisi 1. Amalgamasi dua graf kincir operasi amalgamasi dua graf kincir angin

angin  belanda Cik)*Pz*Cik) dengan belanda Cik) yang dihubungkan dengan
k > 1 adalah graf yang dibentuk dari graf lintasan P,.

Gambar 1. Konstruksi amalgamasi dua graf kincir angin belanda Cik) * Py * Cik)

Berdasarkan Gambar 1 diperoleh amalgamasi dua graf kincir angin belanda
himpunan simpul dan himpunan busur dari Ci") % P, Cf‘) sebagai berikut:

V(e P CP) =t uplli i<k j=12} Uil i< U}V

i1 <i<k j=12}u{yll <i<k}dan

E(C{ s« Py ) = fupw/|[1 < i<k j =120 U{w/wll < i <k j = 1,2} U fupxo} U
foyl[1=i<k j=12}u{y/x|1<i<kj=12}

Definisi 2. Amalgamasi k graf kincir angin dari operasi amalgamasi k graf kincir angin
belanda €7 % P, x €7+ ..x ¢ dengan belanda C{” yang dihubungkan dengan
k > 1 dan r > 1 adalah graf yang dibentuk k-1 graf lintasan P,.
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Gambar 2. Konstruksi amalgamasi k graf kincir angin belanda ¢ x P, * C{ % ...x ("

Berdasarkan Gambar 2 diperoleh
himpunan simpul dan himpunan busur dari

amalgamasi k graf kincir angin belanda
C % Py« €7 % x €7 sebagai berikut:

V(Ci” x Py x C) ...*qﬁ”) —ll<i<skiufvifi<i<kil<j<2rju

w/l1<i<k1<j<r}dan

E(CI «Pyx ¢ x v C) =

fuvi/|i1<iski<j<2zrju{p¥wi|i<i<k1<j<r}u
vPwili<i<kl1<j<riu{yunll<i<k-1}.

Teorema 3. Amalgamasi dua graf kincir
angin belanda Cik) * Py * Cik) dengan
k > 1 adalah graf harmonis ganjil.

Bukti.

Berdasarkan  definisi  himpunan

simpul dan himpunan busur dari Cik)*
P, x Cf‘) diperoleh p = |V(Cf"‘) * Py *

fup) =0
fv/)=4i+2j-51<i<kj=12
flu)=12k—-8i+6,1<i<k
f(xg) =4k +1
fy))=4i+2j-41<i<kj=12
f(x) =16k —8i+51<i<k

¢ =6k+2 dan q=|E(c{ P+

)| =8k +1.
Didefinisikan fungsi pelabelan simpul
. () (k)
fv(cf s Py c?) > (01,23 .. 16k +

1} sebagai berikut:

(1)
()
(3)
(4)
()
(6)
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Berdasarkan persamaan (1), (2), (3), setelah dilabel sebagai berikut:
(4), (5), dan (6) diperoleh himpunan simpul

f (V(Cf‘) x P, % C}"))) = {0} U {1,509, ..,4k —3,3,7,11, ... 4k — 1}

U {12k — 2,12k — 10,12k — 18, ... 4k + 11,4k + 6} U {4k + 1}
U{2,6,10,12, ... 4k — 2,4,8,12, ... 4k}

U {16k — 3,16k — 11,16k — 19, ...,8k + 13,8k + 5}
={0,1,2,34, ...,16k — 3}

Diperoleh f (V(Cik) * Py * Cik))) c Cik)) -{1,3,5,7,...,.16k + 1} yang
{0,1,2,3...,16k + 1} dan label yang didefinisikan oleh f*(xy) = f(x) + f (1),
berbeda pada setiap simpul akibatnya sebagai berikut:
fungsi pelabelan simpul f bersifat injektif.

Selanjutnya diberikan fungsi

pelabelan pelabelan busur f*: E(Cf‘) % P,

frluv/)=4i+2j-5 1<i<kj=12 (7)
frviw) =12k —4i+2j+1, 1<i<kj=172 (8)
[ (uoxo) =4k +1 ©)
f(xoy?) =4k +4i+2j—3, 1<i<k,j=12 (10)
Frydx) =16k —4i+2j+1, 1<i<kj=12 (11)

Berdasarkan persamaan (7), (8), (9), (10), dan (11) diperoleh himpunan busur setelah
dilabel sebagai berikut:

f? (E(Ci") %Py » Cf”)) ={1,59,..,.4k —3,3,7,11,... .4k — 1}
y {12k ~ 1,12k — 5,12k — 9, ... 8k + 7,8k + 3,}

12k + 1,12k — 3,12k — 7, ... .8k + 9,8k + 5
U {4k + 1}

{41{ + 3,4k + 7,4k + 11, ...,8k — 5,8k — 1,}
4k + 5,4k +9,4k + 13,...,.8k — 3,8k + 1

U {16k — 1,16k — 5,16k —9, ..., 12k + 7,12k + 3,}
16k + 1,16k — 3,16k — 7, ...,12k + 9,12k + 5

={1,3,57,..,16k + 1}
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F(B(c0pyc)) -
{1,3,57,...,16k + 1} dan label yang
berbeda pada setiap busur dan akibatnya
fungsi pelabelan busur f* bersifat bijektif.
Telah ditunjukkan bahwa fungsi
pelabelan simpul f bersifat injektif
sedemikian sehingga menginduksi fungsi
pelabelan busur f* yang bersifat bijektif.
Akibatnya amalgamasi dua graf Kkincir
angin belanda Cik) * Py *Cf‘)
k > 1 adalah graf harmonis ganjil m

Diperoleh

dengan

Teorema 4. Amalgamasi k graf Kkincir

angin belanda €7 x Py« {7 % ..x 7

_(@r+1Di-(2r+1),
flw) = {(2r+ Di—1,
Fo) = {(Zr F1)i+2j - (2r+2),

Qr+1)i+2j—(4r+2), 1<i<k,i=genap,1<j<2r
N (@r+2)k+ @2r—1)i-8j+ (2r +3),
f(Wi)— AN ai . . _ .
4r+2)k+@2r—1)i—8j+4r+3), 1<i<ki=genap,1<j<r

Berdasarkan persamaan (12), (13) dan
(14) diperoleh label yang berbeda pada

setiap simpul dan f (V(Cir) Py x CT) s

ok cf))) c {0,123 ...87k + 2k — 3}

akibatnya fungsi
bersifat injektif.

pelabelan simpul f

1<i<k,i=ganji
1<i<ki=genap

dengan k>1 dan r>1 adalah graf
harmonis ganjil.

Bukti.
Berdasarkan definisi himpunan simpul dan

himpunan busur dari C\” % P, « €7 % ...%
¢ diperoleh p = |V(Cf) * Py C %
wox C7)| = 3rk + k dan

g=E(c <Py« v )| =

4rk + k — 1.
Didefinisikan fungsi pelabelan simpul

f: V(Cf) x Py C) % Lx Cir)) -
{0,1,2,3 ...,8rk + 2k — 3} sebagai berikut:

(12)
i<l i 1 <<
1<i<ki=ganjill<j<2r (13)
i<l 1<
1<i<ki=ganjill<j<r (14)
Selanjutnya diberikan fungsi

pelabelan busur f*: E(Cf) £ Py x C) % Lx

") > (1.3,57,... 8k + 2k —3}  yang

didefinisikan oleh f*(uv) = f(u) + f(v),
sebagai berikut:

frluvd)=W@r+2)i+2j—@r+3),1<i<kl1<j<2r (15)
ffowl)=@Ur+2)k+4ri—4j—1,1<i<k1<j<r (16)
frlo@wl)=@r+2Dk+4ri—4j+1,1<i<k1<j<r (17)
fflujuip) =@r+2)i—-1,1<i<k-1 (18)

Berdasarkan persamaan (15), (16), (17), dan (18) diperoleh himpunan busur setelah

4 2 dilabel sebagai berikut:
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fr (E(cf) wPyx C w Cf))) = {13,5,7,..,.8rk + 2k — 3}

( 1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,29,31,33,35,37,39,41, ... ,4r — 3,4r — 1,
4r + 3,4r + 5,4r + 7,4r + 9,4r + 11,4r + 13,4r + 15,4r + 17,...,8r — 1,8r + 1,
8r+58r+78r+98r+11,8r+ 13,8r + 15,8r + 17,8r + 19, ...,12r + 1,12r + 3,
12r + 7,12r +9,12r + 11,12r + 13,12r + 15,12r + 17,12r + 19, ...,167r + 3,167 + 5,

\4rk + 2k — 4r — L, 4rk + 2k — 4r + 1,4rk + 2k — 4r + 3, ..., 4rk + 2k — 5,4rk + 2k — SJ

( drk + 2k + 4r — 5,4rk 4+ 2k + 4r — 9,4rk + 2k + 4r — 13, ... 4rk + 2k — 1, A
4rk + 2k + 8r — 5,4rk + 2k + 8r — 9,4rk + 2k + 8r — 13, ...,4rk + 2k + 4r — 1,
drk + 2k + 12r — 5,4rk + 2k + 12r — 9,4rk + 2k + 12r — 13, ... ,4rk + 2k + 8r — 1,
4rk + 2k + 16r — 5,4rk + 2k + 16r — 9,4rk + 2k + 16r — 13, ...,4rk + 2k + 12r — 1,

C

\ 8rk +2k —58rk+2k—9,8rk +2k —13,....8rk + 2k —4r +3,8rk + 2k —4r—1 /

( drk + 2k + 4r — 3,4rk + 2k + 4r — 7,4rk + 2k + 4r — 11, ... A4rk + 2k + 1, )
drk + 2k + 8r — 3,4rk + 2k + 8r — 7,4rk + 2k + 8r — 11, ... 4rk + 2k + 4r + 1,
4rk + 2k + 12r — 3,4rk + 2k + 12r — 7,4rk + 2k + 12r — 11, ..., 4rk + 2k + 8r + 1,
4rk + 2k + 167 — 3,4rk + 2k + 167 — 7,4rk + 2k + 16r — 11, ... 4rk + 2k + 12r + 1,

-~

\ 8rk + 2k —3,8rk + 2k — 7,8rk + 2k — 11, ...,.8rk + 2k —4r + 58rk + 2k —4r + 1 /
U {4r +1,8r +3,12r + 5,16r + 7, ... ,4rk + 2k — 8r — 5,4rk + 2k — 4r — 3}
={1,3,5,7, ...,.87k + 2k — 3}

Diperoleh F* (E(Cf) Py o+ Cir) . % Akibatnya amalgamasi k graf kincir angin
- belanda C{” * P, + € % ..+ C{” dengan
C) )) ={1357,...8rk+2k -3} dan  k>1 dan r>1 adalah graf harmonis

label yang berbeda pada setiap busur ganjil m

akibatnya fungsi pelabelan busur f* bersifat

bijektif. Contoh. Berikut diberikan kontruksi dan
Telah ditunjukkan bahwa fungsi pelebalan harmonis ganjil pada Cf) * Py *

pelabelan simpul f  bersifat injektif Cf) % P, Cf) % P, * Cié) % P, * Cf) ¥
sedemikian sehingga menginduksi fungsi

Y P, x C® pada Gambar 3.
pelabelan busur f* yang bersifat bijektif.
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Gambar 3. Pelabelan harmonis ganjil pada C{® « P, x C® x P, « (% « P, x € % P, «
Cf) * Py * Cf)
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SIMPULAN
Pada makalah ini telah diperoleh
konstruksi dari amalgamasi dua graf kincir

angin belanda € « P, « ' dengan
k = 1 (Definisi 1) dan amalgamasi k graf
kincir angin belanda C” % P, « €« ...«
¢ dengan k > 1 dan r > 1 (Definisi 2).

Cik) * Py % Cf‘) dengan k > 1 adalah graf
harmonis  ganjil (Teorema 3) dan
amalgamasi k graf kincir angin belanda
%Py« €V % .+ C” dengan k=1
dan r>1 adalah graf harmonis ganjil
(Teorema 4).

Lebih lanjut telah dibuktikan bahwa
amalgamasi dua graf kincir angin belanda
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