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Abstrak

Rank minimum dari matriks Hermite yang digambarkan oleh graf G didefinisikan dengan
rank terkecil dari matriks Hermite suatu graf G. Graf yang digunakan adalah graf komplit,
graf lintasan, graf sikel, graf bipartisi komplit, dan graf star. Dalam menentukan rank
minimum yang digambarkan graf tersebut dengan cara membuat matriks adjacency dari graf
G tersebut, kemudian dikembangkan menjadi beberapa matriks Hermite, kemudian dicari
rank dari beberapa matriks tersebut, sehingga diperoleh rank minimum. Dalam mencari rank
matriks digunakan operasi baris elementer dan dibantu dengan program Matlab. Hasil
penelitian ini diperoleh:
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1.mr(Hg ) =1,n€N,dann > 2
2.mr(Hp ) =n—1n€N,dann > 2
3.mr(He)=n—2n€N,dann >3

4, mr(HKm’n) =2mneN
5. mr(Hsn) =2,nEN

Kata Kunci: Rank Minimum, Matriks Hermite, Graf, Matriks Adjacency.

PENDAHULUAN

Matriks adjacency merupakan
matriks simetri dan menjadi representasi
matriks n X n yang menyatakan hubungan
antar titik dalam suatu gra, bernilai 1 jika
terdapat dua titik yang saling terhubung,

dan bernilai 0 jika kedua titik tidak
terhubung.  Matriks  adjacency  yang
didapatkan  dirubah  menjadi  matriks

Hermite, yang mana unsur — unsurnya
adalah bilangan kompleks tak nol jika antar
titik dalam graf tersebut terhubung
langsung dan nol jika antar titik dalam graf

tersebut  tidak  terhubung  langsung,
sedangkan untuk unsur diagonalnya
diabaikan.  Setelah  dibentuk  menjadi

matriks Hermite, maka dapat dicari rank
dari matriks Hermite tersebut, karena
pemberian unsur-unsur bilangan kompleks
bersifat random, maka dapat diperoleh rank
minimum dari  matriks Hermite yang
digambarkan graf G. Berdasarkan pengantar
tersebut peneliti ingin mengembangkan
kajian ini  karena pada penelitian
sebelumnya telah dibahas tentang rank
minimum dari matriks yang digambarkan
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dengan graf G hanya dikaji dalam bentuk
matriks adjacency, matriks simetri yang
unsur — unsurnya modulo Z,, dan matriks
simetri real. Oleh karena itu penulis ingin
mengembangkan dan meneliti tentang rank
minimum pada matriks Hermite yang
digambarkan pada graf G, sehingga
diperoleh pola umum rank minimum
matriks Hermite yang digambarkan oleh
graf G.

Definisi Graf
Graf G adalah pasangan
(V(G),E(G)) dengan V(G) adalah

himpunan tidak kosong dan berhingga dari
objek — objek yang disebut sebagai titik dan
E(G) adalah himpunan (mungkin kososng)
pasangan tak nerurutan dari titik — ftitik
berbeda di V(G) yang disebut dengan sisi.
Banyaknya unsur di V(G) disebut order
dari G dan dilambangkan dengan p(G) dan
banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran
dari yang dilambangkan dengan q(G)
(Abdussakir, Azizah dan Nofandika, 2009).
Suatu graf G disebut terhubung (connected)
jika untuk setiap titik u dan v di G terdapat
lintasan yang menghubungkan kedua titik
tersebut (Chartrand dan Ortrud, 1993).
Adapun graf yang digunakan pada
penelitian ini adalah:

1. Graf Komplit
Graf G adalah komplit jika setiap titik
terhubung langsung ke setiap titik yang
lain, graf komplit dengan n titik
dinyatakan dengan K, (Lipschutz and
Lipson, 2002).
Contoh:

/\

2. Graf Lintasan
Graf berbentuk lintasan dengan titik
sebanyak n dinamakan graf lintasan

order n dan ditulis dengan B,
(Abdussakir, Azizah dan Nofandika,
2009).
Contoh:
P: P, Py P,

3. Graf Sikel
Graf  berbentuk sikel dengan titik

sebanyak n, n > 3, disebut graf sikel
dan ditulis dengan C, (Abdussakir,
Azizah and Nofandika, 2009).

Contoh:

AN

Cs Cy Cs Cs

4. Graf Bipartisi Komplit

Graf bipartisi adalah graf yang
himpunan titiknya dapat dipisahkan
menjadi dua himpunan tak kosong X
dan Y sehingga masing — masing sisi di
graf tersebut menghubungkan satu titik
di X dan satu titik di Y; X dan Y disebut
himpunan partisi (Wilson and Walkins,
1990). Suatu Graf G disebut bipartisi
komplit jika G adalah graf bipartisi dan
masing — masing titik pada suatu partisi
terhubung langsung dengan semua titik
pada partisi yang lain. Graf bipartisi
komplit dengan m titik pada salah satu
partisi dan n titik pada partisi lain
ditulis dengan K,,, (Abdussakir,
Azizah and Nofandika, 2009).

Hubungan Matriks Dengan Graf

Misal G graf dengan order p(p = 1)
dan ukuran g serta himpunan semua titik
V(G). Matriks  keterhubungan  (Matriks
Adjacency) dari graf G, dinotasikan dengan
A(G). Matriks Adjacency dapat ditulis
sebagai berikut:
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A= [ay]
Dengan

- {1, jikatitik i dan j saling terhubung
@ij = 0 Jika titik i dan j tidak saling terhubung

Contoh:

1 1
2
2 3 4
4
123 4

[
(=R =1
—_ - O
—_ O = e
[

oW
o o~ o o &

e o t —
o O = = O 4
o o = o =
=T S S S )
oo o o o W

Sumber: Sumartoyo, 1983

Dengan melihat adanya
keterhubungan antara matriks dengan graf,

maka dapat dikembangkan  dengan
mensubtitusi  elemen  dari  matriks
Adjacency dengan elemen  bilangan
kompleks yang memenuhi matriks Hermite.
Adapun  langkah-langkahnya  sebagai
berikut:

1. Diketahui graf G
2. Membentuk matriks Adjacency dari graf
tersebut
3. Membentuk  matriks
matriks  Adjacency.
sebagai berikut:
a. Elemen diagonal diabaikan nilainya
b. Unsur nol selain di diagonal
utamanya harus nol
c. Unsur tak nol pada matriks dirubah
dengan unsur tidak boleh nol dengan
semesta bilangan komplek dan
diberikan secara random (Fallat dan
Hogben, 2007).
Berdasarkan langkah-langkah diatas

Hermite dari
Dengan aturan

maka terdapat banyak kemungkinan
matriks Hermite. Matriks-matriks tersebut
memiliki rank masing-masing, sehingga

dapat ditentukan rank minimum yang dapat
didefinisikan sebagai berikut:
Rank minimum dari matriks Hermite yang
digambarkan graf G dapat didefinisikan:
mr(H;) = min{rank(A):A € H;}
Matriks bujur sangkar A dengan unsur
bilangan kompleks disebut Hermite, jika
A = A*(Anton dan Rorres, 2004). Dalam
memudahkan mengenali matriks Hermite,
misalkan M = [m;;] adalah suatu matriks
m Xn dengan m;; = a;; +ib;;  untuk
setiap i dan j. Sehingga M dapat ditulis
dalam bentuk:

M=A+iB
Dengan A = [a;] dan B = [by]
mempunyai entri bilangan real.

Didefinisikan matriks sekawan dengan
M=A-iB
Jadi M adalah matriks yang terbentuk
dengan mengambil komples sekawan dari
setiap entri M. Tranpose dari M
dilambangkan dengan M*, jadi suatu
matriks M disebut Hermite jika M = M*
Contoh:

1 i 1+41]
A= —i -5 2-i
1 —i 241 3
Maka
1 —i 1—1]
A= i -5 241
1+i 2—1i 3
Sehingga
1 i 141
mzATz[—i -5 2-i|l=4
1—-i 241 3

Jadi A adalah matriks Hermite.

Rank dari suatu matriks A adalah
dimensi dari ruang baris A (Leon, 2001).
Menentukan rank dari suatu matriks,
dengan mereduksi matriks yang
bersangkutan menjadi bentuk eselon baris.
Baris-baris tak nol dari matriks eselon baris
akan membentuk basis untuk ruang
basisnya.
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Adapun  teorema-teorema  yang
mendukung penelitian ini adalah sebagai
berikut (Fallat dan Hogben, 2007):

Teorema 1.
Diberikan suatu graf G dengan n titik
v e V(G),

mr (G) —2 <mr(G —v) < mr(G).

Teorema 2.
Untuk setiap field F dan graf G dengan
order n, maka mr(G) < |G| — 1

Teorema 3.

Untuk graf G dengan order n maka
mr (G) = diam(G).

diam (G) atau diameter suatu graf G
merupakan jarak terbesar antara dua titik
yang terdapat pada graf G.

METODE PENELITIAN

Metode yang dilakukan dalam
penelitian ini  adalah  melalui  studi
kepustakaan dengan mempelajari buku,

makalah, dan penelitian sebelumnya yang
berkaitan rank minimum pada matriks yang
digambarkan Graf G untuk digunakan
sebagai dasar teori.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Pada awal pembahasan ini diterapkan

pada Graf komplit (K,) dengan n titik,
dimana ne€eN,n>2, graf komplit
merupakan graf sederhana yang setiap
titiknya terhubung ke titik yang lainnya. Di
bawah ini adalah graf K, yang merupakan
contoh dari graf komplit dengan 6 titik.

Gambar 1. Graf K,

Matriks adjacency graf komplit (K,)
tersebut adalah sebagai berikut:

[0 1 1 . 1]
[1 0 1 .. 1}
Al 1 0 - 1|

l1 1 1 .. 0J
Berdasarkan matriks adjacency tersebut
dibentuk menjadi matriks Hermite dengan cara:

1. Unsur diagonal diabaikan nilainya
2. Unsur nol selain di diagonal utama tetap
nol
3. Unsur tak nol pada matriks diganti dengan
konstanta tak nol secara random
Dikarenakan tujuan penelitian ini adalah

mencari rank minimum dari matriks Hermite
dan terdapat beberapa kemungkinan bentuk
matriks Hermite yang dapat digambarkan graf
K,,, oleh karena itu di cari bentuk pola matriks
Hermite yang mempunyai nilai rank paling
minimum dengan berpedoman pada Teorema
3.

Teorema 4.

Jika K, graf komplit dengan n titik dimana
n € Ndann > 2, makamr (Hy, ) = 1.
Bukti:

Diketahui : Graf komplit (K,,) dengan n titik
dimanan € N dann > 2.

Maka matrik adjacency dari graf K,, adalah:

[0 1 1 .. 1]
1 0 1 .. 1]
Ag:l1 1 0 - 1‘
111 .. 0
Akan dibuktikan bahwa mr (Hg, ) = 1
Berdasarkan Teorema 3 diperoleh

mr (HKn) > diam(HKn) =1.  Sehingga
mr(Hg,) = 1. Cukup ditunjukkan bahwa
mr(Hg,) < 1. Untuk memperoleh matriks
Hermite dengan mr (Hy ) = 1, maka diambil

matriks secara random (acak). Adapun untuk
mempermudah mendapatkan pola matriks
Hermite dengan minimum rank 1, maka penulis
dibantu dengan menggunakan program Matlab,
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sehingga didapatkan pola matriks Hermite
sebagai berikut
a —ai —ai .. —ai
a g a .. a l
HKn: ai a a a
. lai a a .aJ
Dimana rank dari matriks Hermite tersebut

adalah 1.
Ambil matriks Hermite:

a —ai —ai .. —ai
a a a .. a]
Hg,pat @@ a4
lai a a v aJ

dengana € R,a # 0,dani = v—1

dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan,
diperoleh rank dari matriks Hermite tersebut

adalah 1. Jadi mr(Hg, ) <1, Karena

mr(Hg ) =1 dan mr(Hg ) <1 maka

mr(Hy,) = 1. Sehingga Teorema 4 terbukti.
|

Bentuk matriks adjacency dari graf K,
di atas adalah:

011111
[101111}
Llr1o111
K'l1 110 1 1]
[111101]
111110

Salah satu kemungkinan Matriks Hermite
dari matriks adjacency yang digambarkan
graf K, Adalah:

[7 =7t =70 =71 =7i —7i‘|

7 7 7 7 7 7

g o= o7 7 7 7|

K'\_7; 7 7 7 7 7 ‘
—7i 7 7 7 7 7
—7i 7 7 7 7 7

Menggunakan program Matlab diperoleh
R(Hg,) =1.

Berdasarkan langkah — langkah dalam
menentukan mr(Hy ), dapat diterapkan
pula dengan bentuk graf lain. Pada
penelitian ini selain menentukan mr(Hy, )

juya  mencari  mr(Hp ),
mr(HKm,n)’ mr(Hsn)'

mr(Hc,),

Teoremas.
Jika B, graf lintasan dengan n titik dimana
n €Ndann=>2 makamr(Hp)=n—1
(Chenette dan Droms, 2007).
Bukti:
Diketahui : Graf lintasan (P,) dengan n titik
dimanan € N dann > 2.
Maka matrik adjacency dari graf B, adalah:

0 1 0 .. 0

[1 0 1 .. 0]
do 1 o .. O]

[0 0 0 .. 0J
Akan dibuktikan bahwa mr (Hp ) =n — 1
Berdasarkan Teorema 3. diperoleh
mr (Hp,) = diam(Hp_ ) = n — 1. Sehingga
mr(Hp, ) = n — 1. Cukup ditunjukkan bahwa
mr(Hp ) <n—1
Ambil matriks Hermite:

[ai ai 0 0

|—ai 0O ai ... O |
Hpn: 0 —ai O 0

l 0 a a 7 —aiJ

dengana € R,a # 0,dani = v—1.
dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan,
diperoleh rank dari matriks Hermite tersebut
adalah n — 1. Jadi mr(Hp, ) < n — 1. Karena
mr(Hp ) 2n—1 dan mr(Hp)<n-1
maka mr(Hp_ ) = n — 1. Sehingga Teorema
5 terbukti.

[ |

Teorema 6.
Jika C,, graf sikel dengan n titik dimanan € N

dann > 3, makamr (H¢, ) =n — 2.
Bukti:
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Diketahui : Graf sikel (C,) dengan n titik
dimana n € N dan n > 3. Maka matrik
adjacency dari graf C,, adalah:

[0 1 0 .. 1]

1 01 .. 0
Aeil0 10 O]
i 0 o .. o
Akan dibuktikan bahwa mr (H ) = n — 2,
Graf sikel (C,,) bukan merupakan graf lintasan
(B,). Akan tetapi graf sikel (C,) memuat
subgraf lintasan terdukung dengan lintasan
n — 1titik (P,_,), berdasarkan Teorema 1.
diperoleh:
mr(He,) = mr(Hp, )
mr(HCn) >n-1)-1
mr(HCn) >n—2
Sehingga  diperoleh  mr(Hg ) >n — 2.
Cukup ditunjukkan bahwa mr(Hc, ) < n — 2
Ambil matriks Hermite:
Dengan n = 3, karen C; = K5 maka diperoleh
mr(HC3) =1
Untuk n > 4, ambil matriks Adjacency dari
graf sikel atau A, maka:
e n = 0 mod 4 maka pilih matriks
Ac, +diag (0,-1,0,1,0,-1,0,1,...,0,—1,0,1).
e n=1mod4, dan n>5 maka pilih
matriks
A, + diag (-1,-1,-1,0,0,0,...,0,0,0).
e n=2mod4, dan n>6 maka pilih
matriks
Ac, +diag (1,1,1,1,1,1,0,0,...,0,0,0).
e n=3mod4, dan n =7 maka pilih
matriks
Ac, + diag (1,1,1,0,0,0, ...,0,0,0).
Dengan menggunakan program Matlab, maka
diperoleh Rank dari matriks — matriks tersebut
adalah n — 2. Jadi mr(H, ) < n — 2. Karena
mr(He, ) =n—2 dan mr(He ) <n-2
maka mr(H¢, ) = n — 2. Sehingga teorema 5

terbukti.
n

Teorema 7.

Jika K, graf bipartisis komplit dengan
n+m tittk dimana m,n € N, maka
mr (HKm,n) = 2.

Bukti:

Diketahui: Graf bipartisi  komplit (K, )
dengan m + n titik dimana m,n € N. Maka
matrik adjacency dari graf K, ,, adalah:

1 2 .. m m+tl m+2 ... mn
1 oo ..o 1 I
2 100 0 1 | 1
Km,n: : . .
m [0 0 ... 0 1 | B 1
w1l 1 o |} 0 0 . 0
m+2 |1 1 ... 1 0 0 .. 0

m+n |1 1 1 0 0 0

Akan dibuktikan bahwa mr (H_ ) =2
Berdasarkan Teorema 3. | diperoleh
mr (Hy,, ) = diam(Hy, ) = 2. Sehingga
mr(Hy,, ) = 2. Cukup ditunjukkan bahwa
mr(Hg,, ) < 2. Ambil matriks Hermite:

m mtl m2 .. mn

1[0 o 0 0

2 |0 0 0

HKm.n: m (0 0 .. 0 -
m+] |-al - - 0 0 0
m+2 [-al - -0 0 0 0

m+n |-4. - . 0 U 0

dengan a € R,a # 0, dan i = v—1 . Dengan
menggunakan eliminasi Gauss-Jordan,
diperoleh rank dari matriks Hermite tersebut

adalah  2.Jadi mr(Hy, ) <2 Karena
mr(Hg,,,) = 2 dan mr(Hg, ) <2 maka
mr(Hg,, ) = 2. Sehingga
Terbukti.

Teorema 7.

Akibat Teorema 7. dapat disimpulkan bahwa
mr(Hg, ) = 2, dikarenakan graf bintang (S,)
sama dengan graf bipartisi komplit dengan
bentuk K1 ,,
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Teorema 8.
Jika S,, merupakan graf bintang dengan

n € N, maka mr(HSn) = 2.

SIMPULAN
Berdasarkan pembahasan tentang rank

minimum dari matriks Hermite yang

digambarkan  oleh Graf G, diperoleh

kesimpulan:

1. Rank minimum matriks Hermite yang
digambarkan graf K,, (graf komplit dengan
n titik, n > 2) adalah 1 atau mr(Hy, ) =
1.

2. Rank minimum matriks Hermite yang
digambarkan graf B, (graf lintasan dengan

DAFTAR PUSTAKA

n titk, n>2) adalah n—1 atau
mr(HPn) =n-1.

Rank minimum matriks Hermite yang
digambarkan graf C,, (graf sikel dengan n
tittk, n>3) adalah n—-2 atau
mr(HCn) =n-—2.

Rank minimum matriks Hermite yang
digambarkan graf K, (graf bipartisi
dengan m + n titik, m,n € N) adalah 2
ataumr(Hy,, ) = 2.

Rank minimum matriks Hermite yang
digambarkan graf S,, (graf bintang dengan
n+1 titkk n €N) adalah 2 atau
mr(HSn) = 2.
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