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ABSTRAK

Salah satu cara untuk memperoleh persamaan keseimbangan sebuah elemen dan matriks
kekakuan elemen adalah dengan menggunakan prinsip energi potensial minimum (the principle of
minimum potential energy). Cara ini sangat tepat digunakan untuk memperoleh persamaan
keseimbangan sebuah elemen yang kompleks yang memiliki derajat kebebasan yang tinggi. Prinsip
energi potensial minimum hanya berlaku untuk bahan yang bersifat elastis maupun plastis. Namun
demikian kedua prinsip tersebut akan memberikan persamaan keseimbangan elemen yang sama untuk
kondisi material yang bersifat elastis. Energi potensial total benda elastik terdiri dari energi regangan
yang timbul pada saat terjadinya distorsi dan energi potensial beban yang bekerja di dalam atau
dipermukaan benda elastik tersebut. Rumusan dari energi potensial sebuah benda elastik dapat
digunakan untuk memformulasi matriks kekakuan elemen dan vektor beban. Jika sebuah batang
uniaksial yang dibebani beban aksial merata dan beban terpusat yang berada ditengah bentangan,
dengan menggunakan prinsip energi potensial stasioner, maka dapat ditentukan gaya yang timbul dan
besarnya arah perpindahan yang terjadi. Hasil analisis yang diperoleh menggunakan metode elemen
hingga menyatakan bahwa dengan menggunakan Elemen Kubik lebih baik dalam mendiskripsikan
arah perpindahan yang terjadi dibandingkan Elemen Kuadratik. Berbeda dengan hasil gaya yang
terjadi, dimana hasil yang diperoleh elemen kuadratik lebih besar dibandingkan Elemen Kubik.

Kata kunci: uniaksial, energi, potensial, kuadratik, kubik

ABSTRACT

One way to obtain a balance equation and the element stiffness matrix element is to use the
principle of minimum potential energy. This method is very precise is used to obtain balance equation
an element of a complex that has a high degree of freedom. Minimum potential energy principle is
only applicable to material which is elastic and plastic. However, both these principles will provide the
same element balance equation for the condition of the material is elastic. Total of potential energy of
elastic bodies consist of strain energy arising from the distortions and the potential energy of the load
working on the inside or on the surface of the elastic body. The formulation from the potential energy
of an elastic object can be used to formulate the element stiffness matrix and load vector. If an uniaxial
is loaded axial loads evenly and concentrated loads in center of the stretch, using the principle of
stationary potential energy, it can be determined force that arises and the amount of direction of
displacement that occurs. The results of the analysis using finite element method stated that by using
Cubic elements is better in describe the direction of the displacement that occurred compared
Quadratic Elements. Contrast to the results force that occurs, in which the results are the quadratic
element greater than cubic element.

Keywords: uniaxial, energy, potential, quadratic, cubic

PENDAHULUAN matriks kekakuan elemen adalah dengan
Salah satu cara untuk memperoleh menggunakan  prinsip  energi  potensial
persamaan keseimbangan sebuah elemen dan minimum (the principle of minimum potential
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energy). Cara ini sangat tepat digunakan untuk
memperoleh persamaan keseimbangan sebuah
elemen yang kompleks yang memiliki derajat
kebebasan yang tinggi.

Prinsip energi potensial minimum hanya
berlaku untuk bahan yang bersifat elastis,
sedangkan prinsip kerja virtual berlaku untuk
berbagai macam material, baik yang bersifat
elastis maupun plastis. Namun demikian kedua
prinsip tersebut akan memberikan persamaan
keseimbangan elemen yang sama untuk
kondisi material yang bersifat elastis.

Untuk menjelaskan prinsip energi
potensial minimum terlebih dahulu akan
dijelaskan mengenai energi potensial total
sebuah sistem.

Energi potensial total adalah
penjumlahan dari energi regangan internal (U)
dengan energi potensial akibat gaya luar (Q)
yang dapat dinyatakan sebagai :

My=u+4 (1)

Energi regangan adalah kemampuan
gaya internal atau tegangan internal untuk
melakukan  usaha  selama  berlangsung
deformasi (regangan) di dalam sebuah sistem.
Sedangkan energi potensial adalah
kemampuan gaya untuk melakukan kerjasama
terjadinya deformasi internal di dalam sebuah
sistem.

Salah satu cara untuk memperoleh
persamaan keseimbangan sebuah elemen dan
matriks kekakuan elemen adalah dengan
menggunakan  prinsip  energi  potensial
minimum (the principle of minimum potential
energy). Cara ini sangat tepat digunakan untuk
memperoleh persamaan keseimbangan sebuah
elemen yang kompleks yang memiliki derajat
kebebasan yang tinggi. Prinsip energi potensial
minimum hanya berlaku untuk bahan yang
bersifat elastis maupun plastis. Namun
demikian kedua prinsip tersebut akan
memberikan persamaan keseimbangan elemen
yang sama untuk kondisi material yang bersifat
elastis. Energi potensial total benda elastik
terdiri dari energi regangan yang timbul pada
saat terjadinya distorsi dan energi potensial
beban yang bekerja di dalam atau di
permukaan benda elastik tersebut. Rumusan
dari energi potensial sebuah benda elastik
dapat digunakan untuk memformulasi matriks
kekakuan elemen dan vektor beban.

ENERGI POTENSIAL TOTAL BENDA
ELASTIK

Energi potensial total benda elastik terdiri dari
energi regangan yang timbul pada saat
terjadinya distorsi dan energi potensial benda
yang bekerja di dalam atau di permukaan
benda plastik tersebut. Rumusan dari energi
potensial sebuah benda elastik dapat digunakan
untuk memformulasikan matriks kekakuan
elemen dan vektor beban.

Sebuah elemen kecil yang merupakan
bagian dari sebuah benda elastik yang bersifat
linier energi reganganya dapat dinyatakan
sebagai :

¢l = g (Ay)(Az)(Ax)da, (9

Dalam persamaan (2) di atas o, adalah
tegangan normal di arah x , de, adalah
perubahan regangan yang terjadi sepanjang Ax.

U

Gambar 1. Gaya dalam yang bekerja pada
sebuah elemen batang uniaksial

Dengan menyusun kembali persamaan
(9.14) dan dengan menggunakan pendekatan
bahwa volume elemen kecil mendekati nol,
maka persamaan (3) dapat dinyatakan sebagai :

dlf = ¢, ds, (dV) 3)

Dengan mengintegrasi persamaan (4) di
atas diperoleh :

o [ ([ e [ ([ ouseJan= 3o

&)

Persamaan (5) berlaku untuk benda
elastik yang materialnya mengikuti hukum
Hooke dan hubungan antara tegangan dan
regangan bersifat linier yang dapat dinyatakan
sebagai :

o, = Eg; (6)

METODOLOGI
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Energi potensial akibat gaya luar yang
merupakan kebalikan dari usaha untuk sebuah
batang uniaksial dapat dinyatakan sebagai :

o= [[fer @ - [[wr s -wre
M j

Dalam persamaan (7) di atas F adalah
body force, ® adalah traksi permukaan, D
adalah perpindahan nodal dan P adalah gaya
terpusat.

']
Py

Gambar 2. berbagai macam gaya yang bekerja
pada elemen batang uniaksial

Untuk sebuah elemen batang uniaksial
dengan luas penampang batang A konstan
sepanjang batang L, energi potensialnya dapat
dinyatakan sebagai :

I, = gf T8l = Py — Frpdig — ﬂ.&‘}r PdS - ﬂ.&‘}ryd

®)

Fungsi perpindahan aksial u dapat
dinyatakan dalam fungsi bentuk [N] dan
perpindahan nodal sebagai berikut :

u = [N]{d]} ©9)
Untuk sebuah batang uniaksial [N] dan
{d} dalam persamaan (9) adalah :

M =[(1-%) & dan {a)={5a]
(10)
Bila digunakan hubungan regangan dan

perpindahan, regangan aksial sebuah batang
uniaksial adalah :

o=[-¢ J=tua
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Dalam persamaan (11) di atas [B] adalah
matriks yang mengatakan hubungan antara
regangan dan perpindahan.

Hubungan antara tegangan dan regangan
dapat dinyatakan sebagai :

la.} = [D]{s,} (12)

Dalam persamaan (12) [D] adalah
matriks modulus elastisitas. Untuk masalah
batang uniaksial, matriks [D] merupakan
sebuah konstanta E.

Dengan menggunakan fungsi bentuk dan
hubungan antara tegangan dan regangan untuk
batang uniaksial sepanjang L, energi potensial
sebuah batang uniaksial yang dibebani oleh
body force, traksi permukaan dan beban
terpusat sebagaimana terlihat pada Gambar 2
dapat dinlyatakan sebagai :

I, =3 [ @717 I 81} 4 - (4 12

i}

- [ wrreeas - [[f e

(13)

Dalam persamaan (13) di atas terlihat
bahwa [[, adalah fungsi dari {d}. oleh karena
matriks [B], matriks elastisitas [D] dan matriks
perpindahan nodal {d} bukan merupakan
fungsi dari x, persamaan (13) dapat
disederhanakan menjadi :

AL
I, = S BRIl ~ @ 3 |,

Dalam persamaan (14) di atas matriks
{f} adalah matriks beban yang dapat
dinyatakan sebagai :

(1 =0 + [ v iedas + [[fvreerer

(15)
HASIL DAN PEMBAHASAN
PRINSIP ENERGI ELEMEN
KUADRATIK
Penelitian menggunakan analisis

numerik metode elemen hingga pada sebuah
elemen uniaksial, dimana x adalah faktor
perpindahan. Beban adalah beban terbagi
merata sebesar Tx;= 5000 x, N/m dengan gaya
P sebesar 10 kN ditengah bentangan. Modulus
elastisitas E = 70 x 109 N/m2 dan luas
penampang digunakan 3x10-4 m2.
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Analisis awal digunakan fungsi bentuk

dengan rumus:
N. = (*:""’_ﬁ'rﬁ.—ﬁ"’*:ﬁ—ﬁﬁ.-fn}:l
" Eixf — Kgmy ) ® {2y — -"-‘rv.+:1}:f

Dengan mendapatkan nilai Bentuk N pada titik n, didapatkan matriks form sebagai berikut:

(Cx—2p) ® (x — x)) ((r—x )= (x—2y))

N1-— N3 —

(Creg — 2ep) ® (g — 5 )) (g — 2 )= (g — 25))
_ 2.(—-L +::::I(—E',E-E--I-:¢} _ Z.x(—0,5L + x)
- L2 B 132
_ ((x—xy )= (x —xg))
NZ2= -
EE-’*: - x:.j = E:-'ff: - xa)?
dux (=L + x)
= 5
A E D= (0= o (B0 430 (40— o (042 8m4+r0 o (60— x5 804+ ) o &
qegg gco S0 Hoog
[ I e (EE B a0 —F) (B4 a3 aT +Fy ':E'E'—ﬂ':'w'i'}‘})
' g 5600 . 5500 . 8600 . B60E
Transformasi kedalam fungsi B maka diperoleh hasil:
El=D|N1x| B3 = D|N3.x|
2. (—L+ x) + 2. (—0.5L + x) 2.x 2Z.[—05L +x]
L2 E2 8 Le
BZ = D[N2.x]
4x  4(—L+x)
Ef E*

L L

L= L=
¢x 4(—-L+x)
E? L

Z.x Z.(—05L + x)

L* E?

Matriks B dilakukan transpose matriks
[Z. (—L+ x) 3 2.(—90.5L + x) 4x 4(—L+x} 2.x Z.(—O5L+ x})

L? E3 E3 E3 L3 L*

Matriks kekakuan yang didapatkan adalah:
matleh = (E1 # A) = Integrate|macE. matETra, {x. 0, L}]
1225 % 107 —-1.4X 107  175x10%
(—1.4 %107 28x 107 —14x 1&*’)
1.75x10° —14x 107 1.225x 107

Jika beban q dan P dimasukkan dalam model elemen kuadratik tersebut maka:
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matq = Integrate[q = matll, {x. 0, L}]
{{o.e66667q), {2.66667¢), {0.666667¢}}
miati E-)

mErI:P=PE=Ei

5
.3 {1eyeg
malRe = naly + malF
{0 + 0.666667¢H{L.P + 266667} (0. + 0.666667 )}

Untuk mendapatkan arah perpindahan gaya dari elemen kuadratik menggunakan persamaan umum
gaya:

{f} = [k]*{u}
Dimana gaya dari matriks{f} dan kekekuan elemen sudah diketahui maka diperoleh arah perpindahan
gaya sebagai berikut:

wda = 0054
Wida = @
Rl = E?II.II.II.:I..II. & 1.1:&'2&] + E?II.II.II.II..II. & ux?—a] = Loda.LT

PRINSIP ENERGI ELEMEN KUBIK yang digunakan hampir sama namun jumlah
Pembanding analisis menggunakan nodal yang digunakan tidak nya pada tumpuan
elemen kuadratik dengan menggunakan saja, melainkan dapat disebarkan pada batang
elemen kubik. Dimana penggunaan metode uniaksial dimaksud.
((x —=Z) = (x —x3) = (x — 24)} 9 4
N1= = 44 x [——+x}[——+x}
((l—=2)* (xl— x3) = (x1 —x4)) 12&( ) 3
x—xl)*(x—x3)* (x—xt a7
nam ETEoD o) B (8,
((%2— x1)* (22— 23] = (22 — 24)) IEE 3
x—Hl)=(x —=3) = (x — =2
Nem (GTHGoR G | T (1),
(23— xl)*= (%3 — x2) = (23 —xd)) 12& 3

Na= _EmEL) = (x —x2) s (x—x8)) _ (__Jr }(_L }
~ ((ad—xl) = (nd— x2) = (b —x3)) 128 3 )"
MatrisForm[matl]
o 4
12&( s+2) (-5 +x)(-342)
E( 4.-"'.%'—)(——4'%)
~at9(5+)s
9 8 4
w5 3)(-5+)
Transformasi kedalam fungsi B maka diperoleh hasil:
Bl - D Nlx]
~ata)(—sta) - (et A (- ra) - (-S4 (-5 +1)
:I.EE * x 1Z6 x x 1284 3 x 3 x
BZ = D N&x]
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&7 g
12&( 4+x}(——+x}+128( 4+x}x+128( E—I-x)x
B3 = D N3.x]

~12 4+x}[__+x) 122.;E 4"’%:“_%[_%'”)%

R4 = N N4.x]
] g 4 ] g ] 4
w35 ) el ra) s (o5 )s
MatrixF orm[matE]
(~gacss(-fon)-gces o) -3 ) (302)
12;&[ 4+x}(-—+x)+—[ 4+:¢jx+138( -+

128 )
1zzaE 4+”j(_i+x) 12&E d+x)x _%(_%'”)”
N ISTE SR v NSO V& A

Matriks B dilakukan transpose matriks, sehingga dapat dilakukan perhitungan matriks kekakuan:

matkk = (El = A) = Integrate[matB. matBTra, {x, 0, L}]
19425000 —24B06250 2 FOBTSOO —1706250
—Z4806250 LHeTOOOOQ -3IB89Q1Z50 2 FOBTHOOC
FOB7hO00  —3B981250 S56TOO000 —Z4B806250
-1706250 7087500 —24806Z50 19425000

Dimana beban-bebannya dihitung sebagai berikut:
mat = Intrgrats[q = matN, {x 0, L}]

R
AT
- 8 )

- e D 53

matRe = Integrate|(matg + matP), {x, 0, L}|

152500

3
182500
182500
152500

3
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matReZx = mathkd = {0, uxZa, ux3aunda) =

g g 1) g
—24800250wsZa S6T0000Q0umZa —30901Z30uxZa  7OG7500wsZa
FUB7500ux3a —38981350uxda 56700000uxFa —24806Z50uxia
—1706250uxda TO87500uxda —24806250umta 19425000uxta

matper = MatrixForm|matkliny] = MatrizsForm|matre|

P11 1 1

182500 [ 3627250000 15309000 15750000

182500 1 113 1

152500 15309000 956812500 7875000
3 1 1 1

Y 15750000 7gFSQUO 5ZDUCOd

uxZa = 0.0Z5
wisda — el
1da = (LS

Ryl = 1EZEEE

t':l.a.. BT t':.a.. BT

*uxZa) + * ux3a )+ * uxda) = 554083

Tabel 1. Perbandingan Hasil Elemen Kuadratik Dengan Elemen Kubik

Elemen Ua Ut Ub R Error
Kuadratik 0,034 N/A 0,044 5546,67 0,00
Kubik 0,025 0,04 0,044 5540,83 0,00
Benny santoso. 2000. Jurnal: Aplikasi
SIMPULAN DAN SARAN Visual untuk Program Elemen Hingga
Dari hasil tersebut dapat dinyatakan dengan Elemen Segitiga dan Segiempat
bahwa analisis elemen uniaksial kubik lebih Subparametrik dan Isoparametrik.
detail  dibandingkan  elemen  uniaksial Dimensi  Teknik  Sipil, Vol.2, No.2,
kuadratik. Dengan penambahan satu mnodal Sepetember 2000 (77-82) Pinem,
pada elemen dapat menyebabkan penambahan Mhd.Daud. 2010. Analisis Struktur
informasi berkaitan dengan arah perpindahan. dengan Metode elemen Hingga (Finite
Nodal awal terdapat selisih sebesar 26,5%. Element Method). Bandung: Rekayasa
Perbedaan antara reaksi elemen kuadratik dan Sains.
elemen kubik terdapat perbedaan sebesar Sofia W. Alisjahbana. 1998. Jurnal: Elemen
0,108%. Segitiga untuk Masalah Elastisitas Dua
Dimensi. Jurnal Teknik Sipil F.T.
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memberikan donasi untuk kegiatan ini. Elemen dan Node untuk Mendukung
Pemakaian Metoda FElemen Hingga.
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Analysis (Elemen Hingga untuk Analisis
Struktur) . Terjemahan oleh Markus
Rubijanto Kusuma. Bandung: PT.
Eresco.
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